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Chapitre 2 : Développement d’un nouvel élément secteur 3D 















































secteurs  basés  sur  l'approche  en  déformation  pour  l'analyse  des  problèmes  des  structures  à 
contour circulaire. 
Le premier est un élément secteur tridimensionnel à huit nœuds nommé SBS3D (Strain Based 





Sector  Triangulare  4-node),  dont  chaque  nœud  possède  deux  degrés  de  liberté  externes 
essentiels (Ur, Vθ). Cet élément est formulé en utilisant le champ de déplacement de l’élément 
rectangulaire SBRIE.  
La  formulation  des  éléments  SBS3D  et  SBST4  est  obtenue  en  transformant  le  champ  de 
déplacement  des  éléments  SBH8  et  SBRIE  en  coordonnés  cylindriques  (r,  θ  et  z)  et  en 
coordonnés  polaires  (r,  θ),  respectivement.  En  remplaçant  x  et  y  par  r  et  θ,  respectivement     
(x =  r et y = θ) pour obtenir  les champs des déplacements des  éléments développé,  tout  en 
vérifiant  les équations de compatibilité. Les performances de ces éléments  sont évaluées en 
analyse linéaire à travers une série de tests sévères relatifs à l'analyse linéaire des structures 
circulaires. Les  résultats obtenus comparés aux  résultats analytiques et  aux autres éléments, 
ont montré la rapidité de convergence et la bonne performance de ces éléments.  
La  seconde  partie  de  ce  travail  consiste  à  la  formulation  et  la  validation  de  trois  éléments 
membranaires à champ de déformation SBRIE (élément membranaire rectangulaire à 4 nœuds 
et  2  ddl/nœud),  SBTIEIR  (élément  membranaire  triangulaire  avec  rotation  dans  le  plan  à  3 










  ABSTRACT 




three  essential  external  degrees  of  freedom  (three  translations)  at  each  of  the  eight  corner 
nodes  (Ur,  Vθ  and  W). This  element  (SBS3D)  has  been  formulated  using  the  displacement 
field of the simple eight-node hexahedral element SBH8 
The  second  is  a  triangular  sector  element  with  four  nodes  named  SBST4  (triangular  Strain 
Based sector  4 -nodes), which has two essential external degrees of freedom (Ur, Vθ) at each of 
the  four  nodes.  This  element  is  formulated  using  the  same  displacement  field  of  the 
rectangular element SBRIE.  
The formulation of SBS3D and SBST4 elements is obtained by transforming the displacement 
field  of  SBH8  and  SBRIE  elements  into  cylindrical  coordinates  (r,  θ  and  z)  and  polar 
coordinates (r, θ), respectively. By replacing x and y by r and θ, respectively (x = r and y = θ) 






elements with  strain  field SBRIE  (rectangular membrane  element with 4 nodes and 2 dof  / 
node), SBTIEIR (triangular membrane element with rotation in the plane at 3 nodes and 3 dof 
/ node) and R4BM (rectangular membrane element with 5 nodes with an internal nodes and 
2oF  /  node)  in  axisymmetry.  The  performances  of  these  elements  are  evaluated  through  a 









 الدائري  للھیاكل ذات الشكل  المرن  المسائل في المجال  ثالثيا.  قطاعي  عنصر  ھو  والمسمى ألول  عقد  ثمان  مع األبعاد               
(Ur , Vθ , W) و الذي یحتوي على ثالث درجات أساسیة للحریة (Strain Based Sector three-Dimensional) SBS3D 
 في كل من العقد الثمانیة للحواف 
(Strain based Sector Triangular 4-nodes) (SBST4)  مع أربع عقد یسمىأما الثاني فھو عنصر قطاعي مثلث                     





SBRIE 2عقد و  4عنصر غشاء مستطیل مع (    dof /  )عقدة  ،)SBTIEIR  عنصر غشاء مثلث مع دوران في المستوى
3عقد و  3في   dof /  و) عقدة  R4BM في تناظر ) عقدة/ درجة  2عقد مع عقد داخلیة و  5عنصر غشاء مستطیل مع (
أظھرت النتائج . العناصر من خالل سلسلة من االختبارات المتعلقة بمسائل التناظر المحوريیتم تقییم أداء ھذه . المحور
 .المتحصل علیھا مقارنة بالنتائج التحلیلیة ونتائج العناصر األخرى األداء العالي لھذه العناصر في ھذا النوع من المشاكل

































, ,x y z               
, ,xy yz xz    
, ,xy yz xz     
Matrice de rigidité élémentaire                                                                                                           


















, ,x y z    
Ur ,Vθ ,W             
, ,r z    
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plus  complexes,  coûteux,  soumis  à  de  strictes  contraintes  de  fiabilité  et  de  sécurité.  Pour 










à  un  modèle  mathématique  nécessite  certaines  hypothèses  qui  conduisent  ensemble  à  des 
équations  différentielles  régissant  le  modèle  mathématique.  L'analyse  par  éléments  finis 
résout ce modèle mathématique. Étant donné que la technique de la solution par éléments finis 
est  une  procédure  numérique,  il  est  nécessaire  d'évaluer  la  précision  de  la  solution.  Si  les 
critères de précision ne sont pas remplis, la solution numérique (c'est-à-dire les éléments finis) 
doit  être  répétée avec des paramètres de solution  raffinés  (telles que des mailles plus  fines) 
jusqu'à ce qu'une précision suffisante soit atteinte. 
Les idées de base de la méthode des éléments finis, telles qu’elles sont connues aujourd'hui, 
ont  été  présentées  dans  Turner,  Clough,  Martin  et  Topp  [Tur.56]  et  Argyris  et  Kelsey 
[Arg.60].  Le  nom  élément  fini  a  été  inventé  par  Clough  [Clo.60].  La  référence  [Tur.56] 
présente  l'application d'éléments  finis  simples  (barre  articulé  et plaque  triangulaire avec des 
charges planes) pour l'analyse de la structure des aéronefs et elle a été considérée comme l'une 
des principales contributions au développement de la méthode des éléments finis. L'ordinateur 
numérique  a  fourni  un  moyen  rapide  pour  effectuer  de  nombreux  calculs  impliqués  dans 
l'analyse  par  éléments  finis  et  a  rendu  la  méthode  pratiquement  viable.  Parallèlement  au 
développement  d'ordinateurs  numériques  à  haute  vitesse,  l'application  de  la  méthode  des 
éléments  finis  a  également  progressé  à  un  rythme  très  impressionnant.  Le  livre  de 
Przemieniecki  [Prz.68] présente  la méthode des éléments  finis appliquée à  la  résolution des 
problèmes  d'analyse  des  contraintes.  Zienkiewicz  et  Cheung  [Zie.67]  ont  présenté 




l'interprétation  large  de  la  méthode  et  son  applicabilité  à  de  nombreux  types  de  problème. 
Avec  cette  interprétation  large  de  la  méthode  des  éléments  finis,  il  a  été  constaté  que  les 
équations  des  éléments  finis  peuvent  également  être  dérivées  en  utilisant  une  méthode 
résiduelle pondérée telle que la méthode de Galerkin ou l'approche des moindres carrés. Cela 
a conduit à un large intérêt chez les mathématiciens à appliquer la méthode des éléments finis 





une  bonne  représentation  du  cisaillement  transversal  (CT)  (éviter  le  comportement  de 
verrouillage de cisaillement transversal).  
L’approche  en  déformation  a  largement  attiré  l'attention  des  chercheurs  pour  le 
développement  de  nouveaux  éléments  tridimensionnels  avec  une  grande  précision. 
Contrairement  au modèle de déplacement  classique dont  les  éléments 3D d'ordre peu  élevé 
rencontrent  de  nombreuses  difficultés  numériques.  La  principale  caractéristique  de  cette 
approche est que les composantes résultantes du déplacement peuvent être enrichies par des 
termes  d'ordre  supérieur  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'introduire  des  degrés  de  liberté  non 
essentiels.  Cela  peut  mener  à  avoir  des  éléments  avec  une  meilleure  précision  sur  ces 
grandeurs  et  sur  les  contraintes  et  les  déplacements.  De  plus,  les  résultats  obtenus  de  ces 
éléments ont une convergence plus  rapide par  rapport  aux éléments basés  sur  le modèle en 
déplacement  correspondants  ayant  les  mêmes  degrés  de  liberté.  Plusieurs  travaux  ont  été 
orientés  aux  éléments  tridimensionnels  pour  les  plaques  épaisses  en  flexion  [Gal.76]  et 
[Cha.90]. Cependant, ces éléments ont tendance à provoquer des phénomènes de blocage de 
cisaillement  indésirables  lorsqu’ils  traitent  le  cas  des  plaques  minces.  Ce  qui  a  attirée  de 
nombreux  chercheurs  à  développer  des  éléments  tridimensionnels  robustes  [Ven.96], 
[Bas.00a],  [Bas.00b],  [Lem.00],  [Lo.00],  [Sze.01],  [Ooi.04],  [Che.04],  [Fre.07],  [Trin.09]  et 
[Trin.11],  qui  permettent  d’éviter  le  phénomène  de  verrouillage  par  cisaillement  transverse 
pour les plaques minces. 
L’utilisation de  l’approche en déformation  joue  un  rôle  clé dans  la  construction d’éléments 
finis  robustes  et  efficaces,  elle  permet  également  d’avoir  une  meilleure  précision  sur  les 
déplacements, les déformations et les contraintes où le champ des déplacements est obtenu en 




intégrant  des  déformations  supposées,  contrairement  à  la  formulation  classique  où  les 
déformations  sont obtenues par dérivation du champ des déplacements  [Ash.71a],  [Sab.83], 
[Sab.83a], [Sab.95], [Sab.97], [Bela.97], [Belo.08], [Belo.17].  
La  vogue  de  l'approche  en  la  déformation  appliquée  aux  problèmes  de  l'élasticité  plane,  a 
exhorté les  chercheurs  à  étendre  leur  travail  aux  autres  types  de  structures  de  formes 
arbitraires et aux structures à contours circulaires. 
Dans la plupart des cas de modélisation de ces types de structures par éléments secteurs, les 
résultats  sont  directement  comparés  aux  solutions  analytiques.  Dans  la  littérature  de  
l’approche  en  déformation,  ce  domaine  n’est  pas  suffisamment  couvert.  Ce  qui  a  aspirée 
plusieurs chercheurs a formulé des éléments secteurs [Der.84] [Raj.73], et [Agh.07], [Khi.17]. 
Les avantages de la formulation d'éléments finis basée sur l’approche en déformation ont été 
rapportés  par  de  nombreux  chercheurs  [Sab.72],  [Belo.16],  [Bul.84],  [Bela.98],  [Djo.03], 
[For.16],  [Reb.13],  [Belo.11],  [Belo.A.17a].  Cette  approche  permet  de  découpler  les 
différentes  composantes  de  la  déformation  et  d'enrichir  le  champ  de  déplacements  par  des 
termes d'ordre élevé sans l'introduction des nœuds intermédiaires; ce qui permet de résoudre 
les problèmes de verrouillage [Yua.88], [Kat.15], [Belo.A.17]. 
Objectifs de la thèse 
L’objectif  de  cette  thèse  est  de  développer  d’une  part  un  nouvel  élément  secteur  3D  en 
cordonnées  cylindriques  à  partir  d’un  élément  hexaédrique  [Bela.99]  en  cordonnées 
cartésiennes, basé sur l’approche en déformation pour la modélisation et l’analyse linéaire des 
structures  à  contours  circulaires.  L’élément  proposé  nommé  SBS3D (Strain  Based  Sector 
three-Dimensional), possède  huit  nœuds  et  trois  translations  (U,  V,  W)  pour  chaque  nœud. 
D’autre part, l’évaluation de l’approche en déformation aux problèmes axisymétriques par un 
solide de révolution, appelé élément axisymétrique, sera aussi le but de notre travail. 
Nous  avons  aussi  présenté  la  formulation  d’un  élément  secteur  triangulaire  à  quatre  nœuds 
basé  sur  l’approche  en  déformation  nommé  SBST4  (Strain  Based  Secteur  Triangulaire  4-








Plan de la thèse 
La thèse est composée de quatre chapitres: 
Le premier chapitre est consacré à une synthèse bibliographique dans laquelle on donne un 
contexte  historique  sur  les  éléments  finis-courbes  formulés  par  les  différentes  approches  et 
notamment  sur  les  éléments  finis  basés  sur  l’approche  en  déformation  ainsi  que  certaines 
équations de base utilisées. 
Le deuxième chapitre expose  la  formulation  d'un  nouvel  élément  secteur  tridimensionnel 
nommé SBS3D (Strain Based Sector three-Dimensional), basé sur l’approche en déformation. 
Cet élément est présenté pour l'analyse statique linéaire des structures circulaires. 
Le troisième chapitre est dédié à  la  formulation et à  la validation numérique d’un élément 
secteur  membranaire  à  quatre  nœuds  basé  sur  le  modèle  en  déformation.  Cet  élément  sera 
examiné et comparé avec d'autres éléments à  travers une série de tests, afin de confirmer la 
bonne performance de l'approche en déformation. 
Le quatrième chapitre est  réservé  à  la  formulation  et  à  la  validation  des  éléments  finis 
membranaires  à  champ  de  déformation  (SBRIE,    SBTIEIR,  R4BM)  en  axisymétrie,  les 
























la  base  de  l’approche  en  déformation,  ainsi  que  les  équations  de  base  nécessaires  utilisées 
dans le présent  travail,  tel que les équations de mouvement,  les  lois de comportement et  les 
relations de déformation-déplacement qui sont brièvement décrites. 
1.1. Étude bibliographique sur les éléments finis courbes  
La  description  des  structures  courbes  peut  être  exprimée  en  coordonnées  polaires, 
cylindriques  ou  sphériques.  Ces  types  de  coordonnées  peuvent  être  utilisés  dans  la 
formulation  des  éléments  finis  courbes.  De  tels  éléments  sont  utilisés,  dans  certaines 
applications particulières où ils s’adaptent bien à la géométrie du problème ; comme les buses, 
les tunnels enterrés et les plaques circulaires trouées. Les plaques secteurs et annulaires sont 
largement utilisées dans divers domaines de conception  structurelle  tels que  les  tabliers des 
ponts  incurvés,  les  structures  océaniques  et  marines  et  les  structures  aéronautiques  et 
spatiales. Leur conception nécessite une détermination précise de leurs fréquences naturelles 




numériques  telles  que  la  méthode  Rayleigh-Ritz  [Kam.74]  et  [Kim.89],  la  méthode  de 
l'équation  intégrale  [Sri.85],  la  méthode  des  bandes  finies  [Cheun.71]  et  [Gea.90]  et  la 
méthode des éléments splines [Miz.91] et [Miz.92] basée sur la théorie des plaques minces. 
En  1970,  Olson  et  Lindberg  [Ols.70]  ont  développé  deux  éléments  finis  en  coordonnées 
polaires pour les problèmes de flexion des plaques. Ces éléments peuvent être assemblés dans 
diverses combinaisons avec des éléments rectangulaires pour s’adapter à un grand nombre de 
conditions  aux  limites,  ces  éléments  sont  basés  sur  le  modèle  en  déplacement,  le  premier 




élément se présente sous  la  forme d’une plaque circulaire, possédant neuf degrés de  liberté, 
répartis  sur  chacun  des  trois  nœuds.  Tandis  que  le  second  se  présente  sous  la  forme  d’une 
plaque annulaire avec douze degrés de  liberté  et quatre nœuds. Un peu plus  tard, Sawko et 
Merriman [Saw.71] ont développé un  élément secteur basé sur le modèle en déplacement, cet 








de  Reissner  [Rei.45]  ont  été  développés  par  Bapu  rao  et  al  [Bap.77]  pour  l'analyse  de  la 
flexion des plaques annulaires et secteurs. Le premier élément développé pour la flexion des 
plaques  annulaires  ne  contient  que  trois  degrés  de  liberté  essentiels  (w,  ϕr,  et  γr,)  à  chaque 
nœud. Tandis que l’élément secteur possède vingt degrés de liberté, cinq ddl (w, ϕr, ϕθ, γr, et 
γθ) à chacun des quatre nœuds. Le champ de déplacement, qui est représenté par les rotations 
de  déplacement  latéral  et  de  cisaillement,  est  exprimé  en  termes  de  fonctions  polynomiales 
d'interpolation des coordonnées polaires r, θ. 
Afin  d'analyser  les  plaques  circulaires  modérément  épaisses  en  flexion  et  en  vibration, 
Guruswamy et Yang [Gur.79] ont  proposé un élément secteur à vingt-quatre degrés de liberté 
basé  sur  la  théorie  des  plaques  épaisses  de  Reissner. La  polyvalence  de  cet  élément  a  été 







problèmes  de  plaques  anisotropes  laminées  annulaires  et  circulaires.  Des  éléments  finis 
annulaires ont été utilisés par Srinivasa  et Ramachandra  [Sri.89] pour  l’analyse  linéaire des 
grands  déplacements  des  plaques  annulaires  et  circulaires  soumises  à  une  charge  latérale 
axisymétrique. 




Un  certain  nombre  d'études  ayant  utilisé  des  coordonnées  polaires  [Buc.91], [Cook.88]  et 
cylindriques  [Mac.90],[Mac.92] pour  le  développement  des  éléments  solides,  [Cook.88]  a 
montré que des prédictions précises pour l'analyse de structures de forme circulaire peuvent 
être  obtenues  avec  un  nombre  réduit  d'éléments,  si  la  formulation  utilise  des  coordonnées 
polaires au lieu de coordonnées cartésiennes. De sa part, MacGregor [90, 92] a développé un 
élément  fini  tridimensionnel à vingt nœuds en coordonnées cylindriques, pour  les équations 
de Navier-Stokes incompressibles visqueuses et l'a appliqué à l'interaction stator / rotor dans 
un  étage  d’une  turbomachine.  L’utilisation  des  coordonnées  cylindriques  avait  pour  but  de 
simplifier  la  description  des  conditions  aux  limites  de  l’élément.  Des  éléments  solides, 
développés  également  en  coordonnées  cylindriques  par  [Kem.92],  sont  appliqués  à 
l'électromagnétisme  et  à  l'analyse  des  contraintes  linéaires  autour  des  trous  circulaires 
[Tia.90].  Dans  les  refs  [Vai.73]  et  [Kiri.73],  des  équations  des  éléments  finis  
tridimensionnelles  développées  en  coordonnées  curvilignes  sont  présentées  pour  les 
problèmes de mécanique des solides  linéaires et non  linéaires et  sont appliquées à  l'analyse 
des structures coques cylindriques. 
Les  éléments  finis  développés  en  coordonnées  curvilignes,  utilisant  des  fonctions  de  forme 
polynomiales,  n'incluent  pas  explicitement  la  représentation  exacte  de  tous  les  modes  des 
corps  rigides  [Jon.66].  Cependant,  avec  un  raffinement  suffisant  du  maillage,  ces  éléments 
peuvent  représenter  correctement  les mouvements de corps  rigides de sorte que  l’intégralité 
soit  assurée  [Hai.67], [Meb.71].  Lorsque  les  modes  de  corps  rigides  sont  significatifs  par 
rapport aux modes de déformation, ils peuvent être explicitement incorporés par l’utilisation 




étude  a  démontré  l'efficacité  de  l'utilisation  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  pour 
l'analyse  des  pneumatiques  par  la  méthode  des  éléments  finis.  Les  besoins  de  l’industrie 
exigent  l’utilisation  des  modèles  tridimensionnels,  qui  nécessitent  généralement  une  grande 
quantité de  ressources  informatiques. Alors que  la  formulation de coordonnées cylindriques 
était motivée par le souhait de réaliser une analyse plus efficace des pneus, la procédure peut 
être appliquée efficacement à diverses structures communes. 
Une  formulation  pour  l'analyse  non  linéaire  par  des  éléments  finis  tridimensionnels  en 
coordonnées  cylindriques  a  été  présentée  par  Danielson  et  Noor  [Dan.97].  Les  éléments 
utilisés  sont  isoparamétriques  avec  les  mêmes  fonctions  d'interpolation  utilisées  pour 










de vibration  libre des plaques  secteurs orthotropes  en  coordonnées polaires  avec différentes 
conditions  aux  limites.  La  méthode  des  différences  finies  a  été  introduite  par  Houbolt 
[Hou.58] pour  l'analyse  statique  de  poutres  et  de  plaques.  Plus  tard,  elle  a  été  appliquée  à 
différents types de structures par Bushnell [Bus.70], [Bus.73]. 
Un  élément  secteur  solide  hiérarchique  à  huit  nœuds  a  été  présenté  par  [Houm.04],  cet 
élément a été appliqué à l'analyse tridimensionnelle de vibration libre des plaques secteurs et 
annulaire.  Les  déplacements  de  l'élément  sont  exprimés  en  termes  d'un  nombre  fixe  de 
fonctions  de  forme  polynomiales  linéaires.  Les  résultats  obtenus  pour  les  fréquences  sont 






Ceci  a  motivé  les  chercheurs  pour  développer  des  éléments  basés  sur  l’approche  en 
déformation afin de pallier ce type de problèmes. 
Ashwell,  Sabir  et  Roberts  [Ash.72]  et  [Ash.71]  ont  montré  que  pour  une  analyse  par  des 
éléments  courbes  sur  des  arcs  circulaires  simples  avec  différents  rapports,  lorsque  les 
polynômes du champ de déplacement utilisés sont découplés, la structure doit être divisée en 
un grand nombre d'éléments afin d'obtenir des résultats convergents et satisfaisants. 



















coniques.  Cet  élément  est  simple  et  possède  20  degrés  de  liberté  et  satisfait  les  besoins  de 
déplacement du corps rigide. 
L'approche  en  déformation  a  également  été  utilisée  pour  le  développement  de  plusieurs 
éléments de coque élaborés par Mousa, A. [Mou.94] et [Mou.01]. Ces éléments comprennent 
des  éléments  coniques,  cylindriques  et  sphériques.  En  outre,  deux  groupes  d'éléments 
triangulaires  à  double  courbure  ont  été  développés,  le  premier  groupe  comprend  deux 
éléments  qui  ont  six  degrés  de  liberté  à  chaque  nœud,  tandis  que  le  second  contient  trois 
éléments  avec  cinq  degrés  de  liberté  à  chaque  nœud.  Ces  éléments  présentent  une  grande 
précision en termes de déplacements et de contraintes pour l'analyse des structures complexes. 
1.2. Historique sur les éléments à champ de déformation 
L'approche en  déformation a été introduite dans une nouvelle famille des éléments finis pour 
les  problèmes  d’élasticité  plane.  Sabir  [Sab.85a]  a  développé  des  éléments  en  coordonnées 
cartésiennes  à  deux  degrés  de  liberté  par  nœud  (un  élément  rectangulaire  et  un  autre 
triangulaire) qui sont basés sur  le modèle en déformation avec rotation dans  le plan comme 
ddl additionnel.  
Des  éléments  triangulaires  et  rectangulaires,  basés  sur  le  modèle  en  déformation,  sont 




condensation  statique.  Un  nouvel  élément fini  membranaire  rectangulaire  avec  un  nœud 
interne a été formulé par Belarbi et Maalam [Bela.05] pour l'analyse des problèmes d'élasticité 
linéaire plane, cet élément possède deux degrés de liberté aux quatre nœuds du sommet ainsi 
qu'au nœud  interne. Certaines variations dans  le  champ de déformation  sont  suggérées  afin 








 Récemment,  Rebiai  et  Belounar  [Reb.13]  ont  formulé  un  élément  rectangulaire  possédant 
trois degrés de liberté au niveau de chacun des quatre nœuds de coin (les deux translations et 
la rotation dans le plan), cet élément était développé pour l’analyse linéaire et non linéaire des 
structures  membranaires.  RezaieePajand  et  Yaghoobi  ont  proposé  un  élément  triangulaire  à 
cinq  nœuds  avec  un  champ  de  déformation  linéaire  complet  [Rez.14a].  Pour  proposer  un 




en  ajoutant  un  nouveau  terme  linéaire  à  la  déformation  de  cisaillement  et  en  changeant  le 
terme  dépendant  des  déformations  normales.  Afin  de  développer  des  éléments  basés  sur  le 






translations  (U  et  V)  tandis  que  les  autres  nœuds  de  coin  ont  une  rotation  dans  le  plan 
(drilling)  comme  ddl  additionnel  (U,  V  et  θz).  La  technique  de  condensation  statique  est 
utilisée pour  l’élimination du cinquième nœud  interne. Une solution numérique, en utilisant 
un  élément  fini  quadrilatère,  a  été présentée par  Bouzidi  et  al.  [Bouz.19] pour  l’analyse du 
comportement statique et dynamique des structures membranaires. Cet élément possède deux 
degrés  de  liberté  (u  et  v)  aux  quatre  nœuds  d'angle  ainsi  qu'au  nœud  central.  Les  trois 
composantes  des  déformations  ont  une  variation  linéaire  satisfaisant  l'équation  de 
compatibilité.  
Plus récemment, un nouvel élément membranaire triangulaire, avec rotation dans le plan, a été 
développé  par  Fortas  et  al.  [For.19]  pour  l’analyse  statique  et  la  vibration  libre.  L'élément 
proposé,  ayant  trois  degrés  de  liberté  à  chacun  des  trois  nœuds  de  coin,  et  basé  sur  des 








présentée  par  Belounar  et  Guenfoud  [Belo.05].  L'élément  développé  destiné  à  l'analyse 
linéaire  de  la  flexion  des  plaques  avec  effet  de  cisaillement  transverse,  possédant  les  trois 
degrés de liberté essentiels (W,  βx  et  βy) en chacun des quatre nœuds de coin. 
Belounar  et  al  [Belo.A.20]  et  [Belo.A.20a]  ont  développé  des  éléments  de  plaque  basés 
l'approche  par  déformation  et  en  utilisant  la  théorie  des  plaques  de  Reissner  /  Mindlin.  Le 
premier élément nommé SBTMP (Strain Based Triangular Mindlin Plate) possède trois degrés 
de liberté (W, βx et βy) aux trois nœuds d'angle, destiné pour l’analyse statique et en vibration 
libre  de  la  flexion  des  plaques  isotrope.  Le  deuxième  est  un  quadrilatère  à  quatre  nœuds 
appelé  SBQMP  (plaque  Mindlin  quadrilatère  basée  sur  la  déformation)  est  formulé  pour 
surmonter  le  verrouillage  par  cisaillement  des  plaques  très  minces  et  pour  améliorer  la 
précision des plaques  aux  formes  régulières et déformées.  . L'élément SBQMP qui contient 
trois  degrés  de  liberté  (W,  bx,  par)  par  nœud  est  appliqué  à  l'analyse  en  vibration  libre  de 
diverses structures de la flexion des plaques.   
Sabir et Ashwell [Ash.72] ont formulé le premier élément fini de coque cylindrique basé sur 
l’approche  en  déformation  et  la  théorie  des  coques  profondes  en  conditions  statiques.  La 
méthode  propose  de  former  des  fonctions  de  forme  d’élément  fini  courbe  à  partir  des 
fonctions  de  déformations  indépendantes  simples  appliquées  à  un  élément  coque 
rectangulaire.  Cet  élément  a  quatre  nœuds  ayant  cinq  degrés  de  liberté  par  nœud (trois 
déplacements et deux rotations) satisfaisant les conditions de déplacements de corps rigide et 
de déformation constante. La supériorité de cet élément est particulièrement marquée quand il 




Le  nouvel  élément  a  l'avantage  sur  celui  de  ‘’Cantin  et  de  Clough’’  et  sur  tous  les  autres 
éléments finis qui ont des fonctions de déplacement de degrés élevés.  
Sabir  et  Charchafchi  [Sab.82]  ont  utilisé  l'approche  en  déformation  pour  développer  un 
élément  de  coque  quadrilatère,    et  Sabir  a  utilisé  cet  élément  pour  le  problème  de 









développé pour  l'analyse  linéaire et non  linéaire géométrique des coques cylindriques  et  les 
différents problèmes d'ingénierie. Tandis que le deuxième élément [Djo.04] est destiné pour le 
calcul des fréquences naturelles des panneaux cylindriques ainsi que des cylindres complets. 
Le  troisième  élément  [Djo.04a]  a  été  utilisé  pour  étudier  la  vibration  libre  des  panneaux 
cylindriques avec des ouvertures. 





le  premier  est  un  élément  triangulaire  sphérique  basé  sur  la  formation  des  coques  peu 
profondes  [Mou.15a],  a  été  développé  pour  l'analyse  linéaire  et  non  linéaire  des  coques 
sphériques.  L’élément  développé  ne  possède  que  cinq  degrés  de  liberté  essentiels  à  chaque 
nœud de coin. Une solution par éléments  finis est présentée au problème de vibration d'une 
coque  cylindrique  circulaire  à  extrémité  oblique  en  utilisant  un  nouvel  élément  fini 
cylindrique  triangulaire  à  champ de déformation  [Mou.15b],    l’élément proposé ne possède 
que cinq degrés de liberté essentiels  à chaque nœud de coin. 
Plus  récemment,  Un  élément  fini  rectangulaire  à  quatre  nœuds  nommé  SBRS  basé  sur 
l’approche  par  facettes  planes  a  été  présenté  par  Belounar.A  [Belo.A.19]  pour  l’analyse 
statique des coques cylindriques isotropes. L’élément formulé est obtenu par la superposition 
de  l’élément  quadrilatère  plaque  Mindlin  SBQP  [Belo.A.19a]  et  l’élément  membranaire 
SBRIE [Sab.83a]. Cet élément est simple à formuler et contient seulement  les six degrés de 




les  problèmes  d’élasticité  tridimensionnelle,  afin  d’éviter  l’utilisation  des  éléments 
tridimensionnels  d’ordre  élevé  basés  sur  le  modèle  en  déplacement  (hexaédrique  et 





liberté  par  nœud  nommé  SBH8  (Strain  Based  Hexahedron  8-node).  Dans  l’ordre  de  la 
représentation exacte du comportement réel des plaques en flexion (minces et épaisses), la loi 
de comportement a été modifiée par l’introduction des constantes de contraintes planes et un 
coefficient  correctif  du  cisaillement  transversal.  Plus  tard,  un  autre  élément  fini  a  été 
développé par Hamadi et Maalem [Ham.10] pour  la  flexion des plaques minces et épaisses, 
c’est un élément parallélépipédique formulé par l'utilisation de la condensation statique. 
Récemment,  deux  nouveaux  éléments  brique  tridimensionnels  basés  sur  l’approche  en 
déformation  ont  été  formulés  par  Belounar  et  Guerraiche  [Belo.14]  et  [Guer.18]  pour 
l’analyse  linéaire  des  plaques  minces  et  épaisses.  Le  premier  élément  développé  est  un 
élément  fini  tridimensionnel  avec  une  matrice  d’élasticité  modifiée  nommée  SBB (Strain 
Based Brick) et qui possède huit nœuds de coin ainsi que le nœud central avec les trois degrés 
de liberté essentiels (U, V et W) à chaque nœud. En développant cet élément, la technique de 




Ensuite,  Messai  et  al  [Mes.19]  ont  proposé  un  nouvel  élément  tridimensionnel  basé  sur 
l’approche en déformation. Cet élément possède neuf nœuds et trois degrés de liberté (U, V et 
W) par nœud. L'élément  formulé est  implémenté dans  le code de calcul ABAQUS; et  il est 
validé  à  travers  une  série  de  tests  de  la  flexion  des  poutres,  plaques  minces  et  épaisses  en 
statique et en vibration libre.  
1.3. Etude bibliographique sur les éléments secteurs à champ de déformation  
    Le  succès de  l’approche en déformation aux problèmes d’élasticité plane a encouragé  les 
chercheurs à l’application de cette approche pour le développement des éléments secteurs en 
coordonnées  polaires.  Sabir  et  Salhi  [Sab.86]  ont  utilisé  la  méthode  de  transformation  des 
coordonnées pour le développement d'un élément secteur à deux degrés de liberté  par nœud. 
La mise en œuvre réussie de l'approche en déformation pour le développement des éléments 
secteurs  membranaires  [Sab.86]  a  motivé  la  formulation  des  éléments  secteurs  en 
coordonnées polaires avec une rotation dans  le plan θz comme degré de  liberté additionnel. 
Ces éléments peuvent être utilisés dans des applications spécifiques où ils s'adaptent bien à la 
géométrie de certains problèmes et  à des  structures  complexes  (telles que des buses ou des 
tunnels souterrains).  




En  1987  Bouzerira  [Bou.87]  a  développé  un  élément  secteur  basé  sur  le  modèle  en 
déformation  avec  une  rotation  dans  le  plan  comme  degré  de  liberté  supplémentaire. 




Ensuite,  Belarbi  et  Charif  [Bela.98]  ont  présenté  un  élément  secteur  membranaire  à  quatre 
nœuds et trois degrés de liberté par nœud, y compris la rotation dans le plan comme degré de 
liberté  additionnel.  Cet  élément  est  destiné  à  la  résolution  des  problèmes  d'élasticité  plane 















en  l'appliquant  à  une  variété  de  problèmes  d'élasticité  bidimensionnelle  des  plaques 
circulaires.  Les  résultats  numériques  démontrent  clairement  l'efficacité  du  modèle  en 
déformation en utilisant les coordonnées polaires.  
1.4. Différentes approches utilisées pour le développement des éléments secteurs 
Le développement des éléments secteurs basés sur le modèle en déformation peut être réalisé 
en utilisant trois approches distinctes: 
La première méthode  «approche directe ou  approche de Raju» consiste  à utiliser  les 
champs de déplacement obtenus en coordonnées cartésiennes et en remplaçant x et y par r et θ 
(coordonnées polaires). 





l’approche  en  déformation  en  coordonnées  polaires,  c'est-à-dire  les  relations  déformation-
déplacement exprimées en coordonnées polaires, en intégrant le champ des déformations pour 
obtenir  les  fonctions  de  déplacement.  Cette  méthode  a  été  utilisée  par  Sabir  et  Bouzerira 
[Bou.87]. 
La troisième méthode «transformation de coordonnées» consiste à utiliser le champ de 
déplacement  obtenu  en  coordonnées  cartésiennes  (x,y),  puis  le  convertir  en  système  de 
coordonnées polaires. Cette méthode a été utilisée par Sabir et Slahi [Sab.86]. 
1.4.1. Quelques éléments secteurs développés précédemment 
Les éléments secteurs suivants sont développés en utilisant les différentes approches 
1.4.1.1. Raju and Rao Element [Raj.69] 
L'un des éléments finis les plus utilisés pour les problèmes d'élasticité plane en coordonnées 
cartésiennes  est  l'élément  quadratique  bilinéaire,  où  les  fonctions  de  déplacement  sont 
données par : 
1 2 3 4U a a x a y a xy   
                                                                                                    (1.1) 
5 6 7 8V a a x a y a xy     
Raju et al ont développé un élément secteur basé sur les fonctions ci-dessus en remplaçant x 
et y par r et θ; d'où le champ de déplacement serait 
1 2 3 4U a a r a a r    
                                                                                                    (1.2) 
5 6 7 8V a a r a a r      
1.4.1.2. Elément Sabir and Salhi [Sab.86] 
Sabir et Salhi ont utilisé la troisième approche et ont développé un élément secteur basé sur 
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                                                                           (1.3) 
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 y r cos R 
 
Où  R  est  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  circonférentielle  centrale  de  l'élément  et  les 
coordonnées polaires r et θ sont représentées sur la figure 1.1 (a). 
U et V sont les déplacements en translation donnés par : "Fig.1.1 (b)" 
U Usin Vcos  
                                                                                                                  (1.5) 
V Ucos Vsin  
 
Les fonctions de déplacement final sont données en coordonnées polaires comme suit: 
   
   
2 2




       + / 2 / 2
U a sin a cos a Rsin a rsin a rsin rcos R a cos rcos R
a sin r cos R a sin rcos R
       
   
       
       (1.6)
   
     2 3 2 2 26 8
2 2
1 2 3 4 5
7 2 2 / 2 2 / 2 
/ 2
     -     a sin R rcos r cos R cos r sin cos rR a cos Rcos
V acos a sin a Rcos r a rsin cos a rsin rcos rsin
a       
       
      
      
 
1.4.1.3. Elément de Belarbi SBS4 [Bela.98] 
Soit le champ de déplacement en coordonnées cartésiennes proposé par [Bela.98] : 
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3 9 10 11 122 3z a a a r a r a r       
  
1.4.1.4. Elément de Bouzrira [Bou.05] 
Bouzerira et al [Bou.05] ont développé un élément secteur à douze degrés de liberté basé sur 
l'approche en déformation, le champ de déformation proposé est:
 4 5 6r a a a r  
 
 
7 8 9 6/a a a r a r   
                                                                                               
(1.9) 
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1.4.1.5. Elément de Bouzriba [Bou.15] 
Bouzriba  et  bouzrira  ont  utilisé  la  méthode  de  l’intégration  directe  pour  développer  un 
élément  secteur  basé  sur  l'approche  en  déformation.  Il  possède  trois  degrés  de  liberté  dans 
chaque nœud. Le champ des déformations en coordonnées polaires proposé est le suivant: 
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1.4.1.6. Elément de Bourezane [Bour.17] 
Soit le champ de déformation proposé par [Bour.17] 
  4 5 6r a a a r  
 
 
7 8 9 6/
2
r
a a r a a   
                                                                                           
(1.11) 
10r a   
1.5. Les équations fondamentales d’élasticité en coordonnées cartésiennes  
La théorie d’élasticité permet d’étudier le comportement des solides sous l’effet de différentes 
forces  appliquées, soit la force de volume ou de surface. 




Les  équations  de  la  théorie  de  l’élasticité  qui  définissent  les  relations  entre  contraintes  et 
déformations  se  simplifient  considérablement  dans  le  cas  particulier  fréquent  où  tous  les 
vecteurs contraintes sont parallèles à un même plan. Ce cas se rencontre dans deux types de 
problèmes nettement distincts, que nous allons présenter : 
 Etat plan des contraintes  







Figure 1.2 : Disque en état plan des contraintes  
 Etat plan de déformation 
Considérons  un  tunnel  ou  un  puits  de  mine  (figure  1.3-a-)  de  très  grande  étendue  selon  la 
direction  z  ayant  des  composantes  nulles  suivant  z  (hypothèse  εz  =  0).  Si  les  sections 
perpendiculaires à  l’axe z sont  toutes identiques, deux sections distantes de dz se déforment 
de  façon  identique.  Sur  la  figure  b  est  représentée  une  tôle  en  sortie  de  laminoir.  Dans  la 
direction  transversale  (DT),  il  n’y  a  pas  de  déformation  à  cause  du  frottement  entre  les 
cylindres du laminoir et la tôle. Les deux exemples de la figure 1.3 rentrent dans le cadre des 
déformations planes. 





Figure 1.3 : Exemples de structures en déformation plane : puits de mine (a) 
 et tôle en laminage (b) 
1.5.1. Equations de base d’élasticité pour le cas général (tridimensionnel)  
1.5.1.1. Equations d’équilibre 
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1.5.1.3. Equations contraintes-déformations 
La première équation constitutive (loi constitutive) a été développée par Robert Hooke et est 
connue sous le nom de loi de Hooke. Il traite du cas des matériaux élastiques linéaires. Suite à 
cette  découverte,  ce  type  d’équation,  souvent  appelé  "relation  contraintes-déformations" 
comme dans cet exemple, on a les relations d’élasticité (loi de Hooke) suivantes : 
 . ,1x x y zvE   
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1.5.1.4. Equation de compatibilité 
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1.5.2. Equations de base d’élasticité pour le cas (bidimensionnel)  
 
Après  avoir  traité  le  problème  en  trois  dimensions,  maintenant  on  va  le  ramener  à  un 
problème dans le plan. 
 
1.5.2.1. Equations d’équilibre 
 
Pour le cas d’élasticité plane, en tenant compte du fait que les composantes de contraintes sont 
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1.5.2.3. Equations contraintes-déformations 
Dans ce cas on considère les deux types de problèmes de l'élasticité plane. 
Pour le cas contrainte plane où la dimension suivant Z est négligeable, σz = 0,  0yz  , 0xz 
Ceci nous donne : 
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                                                                                                         
(1.22) 
1.6. Formulation variationnelle faible  
Le champ de déplacement peut être exprimé sous forme matricielle comme suit : 
    U P A
                                                                                                                                           
(1.23) 
Les déformations    peuvent être données sous forme matricielle comme suit : 
    Q A 
                                                                                                                                            
(1.24) 
Considérons  le  vecteur  suivant  {qe}  des  déplacements  nodaux  total  en  un  domaine 
élémentaire générique Ωe d’un élément brique à huit nœuds: 
   1 1 1 8 8 8, , , ......., , ,
T
eq U V W U V W
                                                                                               
(1.25) 
Le vecteur {qe} est exprimé en fonction des paramètres constants {A} comme suit : 
    eq C A
                                                                                                                                          
(1.26) 
D’où  la matrice de  transformation [C] de dimension 24x24 reliant  les déplacements nodaux 
élémentaires aux vingt-quatre constantes    1 2 24, , .......,
T
a a a a
 
Les  fonctions  de  déplacement  et  le  vecteur  de  déformation  {ε}  sont  exprimés  à  partir  du 
vecteur des degrés de liberté {qe}
 T comme suit : 
      
1
eU P C q


                                                                                                                              
(1.27) 





                                                                                                                               
(1.28) 
Sachant que : 
    D 
                                                                                                                                            
(1.29) 
La forme standard faible pour le cas statique peut être exprimée comme suit: 




dV U f dV    
                                                                                               
(1.30) 
En substituant les équations (1.27), (1.28) et (1.29) dans l’équation (1.30) nous obtenons : 
                   
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T TT T T T
e e e
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(1.31) 
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(1.32) 
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(1.33) 
Le vecteur forces nodales dû à la force volumique {fv} est : 
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
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(1.34) 
1.7. Equations fondamentales en coordonnées cylindriques 
Les relations cartésiennes à trois dimensions sont refondues en coordonnées cylindrique. 
1.7.1. Les Équations d'équilibre en coordonnées cylindriques 
Les  contraintes  agissant  sur  un  petit  élément  de  matériau  dans  le  système  de  coordonnées 




Figure 1.5 : Contraintes en coordonnées cylindriques 
Les équations d’équilibre en coordonnées cylindriques sont comme suit : 
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1.7.2. Relation Déformation –déplacement en coordonnées cylindriques  



































































r z r z
r zz r
    
 
    
2 2
2 2 2
1 1 1 zz z
r z
r r r zz r
    

     




1 1 1 rr r rr














2r z r z zr
r z r r z r rz
    
 
     
              
                                                              (1.37) 
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1.7.4. Relation contraintes-déformations (équations constitutives) 
  . .1r r zvE 
    
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1.8. Equation de base d’élasticité plane en coordonnées polaire 
1.8.1.  Les équations d'équilibre en coordonnées polaires 
Une manière d'exprimer les équations d'équilibre en coordonnées polaires consiste à appliquer 
un  changement  de  coordonnées  directement  à  la  version  cartésienne  2D,  en  considérant  un 
élément de matériau soumis à des contraintes σθ, σr, et r , comme le montre la Figure 1.6.  
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                                               (1.44) 
1.9. Conclusion  
En conclusion, Ce chapitre est constitué d’une synthèse bibliographique sur les éléments finis 
courbes formulés par les différentes approches, notamment les techniques de formulation des 
modèles  d'éléments  finis  secteur.  Plusieurs  éléments  finis  courbes  ont  été  proposés  pour  
faciliter  l’analyse des nouveaux phénomènes et d’améliorer les méthodes existantes. 
Cette partie est écrite aussi pour fournir  les  équations  de  base  nécessaires  utilisées dans le 
présent  travail,  où  ces  équations  facilitent  la  formulation  des  éléments  et  la  conception  du 
programme. Pendant les quatre dernières décennies, des progrès considérables ont  été réalisés 
dans le développement d’éléments secteurs basé sur le modèle en déformation pour résoudre 













NOUVEL ELEMENT SECTEUR 3D 
A 8 NŒUDS 






Développement d’un nouvel élément secteur 
3D à 8 nœuds  
 
 
2.1. Introduction  
En  pratique,  les  ingénieurs  préfèrent  modéliser  leurs  structures  avec  des  éléments  finis 
simples, tels que des quadrilatères à quatre nœuds, des triangles à trois nœuds et des briques 
3D à huit nœuds. Ces dernières années,  l'analyse des structures  tridimensionnelles a fait des 





de nombreux chercheurs ont été motivés pour  formuler des éléments simples et  robustes  tel 
que  l'élément  solide  à  vingt  nœuds  pour  l'analyse  de  coque  développé  par  Kim  et  al.  
[Kim.90].  Il  existe  également  d'autres travaux  de  recherches  consacrés  aux  éléments 
tridimensionnels  pour  les  plaques  épaisses  en  flexion  [Cha.90]  et  [Trin.09].  Ayad  et  al. 
[Aya.13] ont proposé un élément fini hexaédrique 3D nommé SFR8 basé sur le concept SFR 
(Space  Fiber Rotation) où  le  temps de calcul  est  réduit  par  rapport  à  l'élément hexaédrique 
quadratique  classique  à  20  nœuds.  D'autre  part,  de  nombreux  éléments  solides  3D,  en 
coordonnées cartésiennes, basés sur l'approche en déformation ont été développés [Belo.14a], 
[Bela.99],  [Bouz.17],  [Guer.18],  pour  l'analyse  de  la  flexion  de  plaque.  Ces  éléments  qui 
contiennent  trois  degrés  de  liberté  (U,  V  et  W)  par  nœud  ont  été  utilisés  avec  une  matrice 
d'élasticité  modifiée  en  introduisant  des  constantes  de  contraintes  planes  et  un  coefficient 
correcteur  de  cisaillement  transversal.  L'élément  basé  sur  le  modèle  déformation  développé 
par Messai et al. [Mes.19] a été étendu pour une analyse de vibration libre.  
La  modélisation  des  structures  circulaires  planes  en  coordonnées  polaires  dont  le 
comportement est membrane et basé sur l'approche en déformation a fait  l'objet de plusieurs 
travaux de recherche [Bela.98], [Sab.86] et [Bou.15]. Le premier élément secteur développé 
par  Sabir  et  Salhi  [Sab.86]  contient  deux  translations  (Ur  et  Vθ)  par  nœud,  tandis  que  les 









Dans  cette  étude,  la  formulation  d'un  nouvel  élément  secteur  tridimensionnel  basé  sur 
l'approche  en  déformation  est  présenté  pour  l'analyse  statique  linéaire  des  structures 
circulaires. Cet élément appelé SBS3D (Strain Based Sector three-Dimensional), possède les 
trois degrés de liberté essentiels (Ur, Vθ et W) à chacun des huit nœuds de coin. Le champ de 
déplacement de ce présent  élément est basé sur des  fonctions assumées pour  les différentes 
composantes  de déformations  satisfaisant  les  équations  de  compatibilité.  L’efficacité  du 




que  le  nouvel  élément  secteur  tridimensionnel  est  plus  précis  et  efficace  que  l'élément 
classique tridimensionnel basé sur le modèle en déplacement B8. 
2.2. Formulation de l’élément SBS3D 
Le présent élément SBS3D [Khi.20] a été formulé en utilisant le champ de déplacement de 
l'élément  hexaédrique 3D  à  huit  nœuds  basé  sur  l’approche  en  déformation  développé    par 
Belarbi  et  Charif  [Bela.99].  Les  fonctions  de  déplacement  de  cet  élément  en  termes  de 
coordonnées cartésiennes x, y, z sont données comme suit [Bela.99]: 
2 2 2
1 4 6 7 8 9 10 12 14 16
2
18 19 20 22 23 24
0.5 0.5 0.5
    0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
U a a y a z a x a xy a xz a xyz a y a y z a z
a yz a y a yz a yz a z a yz
         
       
2 2 2
2 4 5 8 10 11 12 13 14 17
2
18 19 20 21 22 24
0.5 0.5 0.5
    0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
V a a x a z a x a x z a y a xy a yz a xyz a z
a yz a x a xz a z a xz a xz
         
     
                        (2.1)  
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le  champ  de  déplacement  de  l'équation  (2.1)  en  coordonnés  cylindriques  (r,  θ  et  z).  En 
remplaçant  x  et  y  par  r  et  θ,  respectivement  (x  =  r  et  y  =  θ)  pour  obtenir  le  champ  des 
déplacements  Ur,  Vθ  et  W,  respectivement,  dans  les  directions  radiale,  circonférentielle  et 
axiale : 
2 2 2
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nœuds de coin  est montré  sur  la  figure  (2.1)  ,  où  r1  et  r2  correspondent  respectivement  aux 
rayons interne et externe. 
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                            (2.11)  
Où [Q], [D] et [J] sont respectivement les matrices de déformation, d'élasticité et le Jacobien. 
La  matrice  [K0]  donnée  par  l'équation  (2.11)  est  numériquement  évaluée  [Smi.04].  Les 
matrices [C] et [K0] sont données en annexe. 
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2.3.1. Cylindre épais soumis à une pression interne  
Le premier problème considéré est celui d'un cylindre épais soumis à une pression interne 
uniforme, dont  les caractéristiques géométriques et mécaniques sont présentées sur la figure 
(2.2)  et  vu  les  conditions de  symétrie,  seul un quart  du  cylindre  est modélisé.  Les  résultats 
obtenus pour le déplacement radial au point E (r = 30 mm) sont montrés sur le tableau (2.1) et 
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Solution exacte - 0.259259 
 










 Solution exacte 0.92590 






























Tableau 2.5: Variation de la contrainte radiale σ r le long d’une section droite (m, n) avec un 
maillage (10x10) 
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Figure 2.9 : Convergence du déplacement radial (Ur) en E (r = 30mm) pour un cylindre sous 
une pression externe 
 
Figure 2.10 : Convergence de la contrainte radiale (σr) en E (r = 30mm) pour un cylindre 
sous une pression externe 




































presque  identiques  à  la  solution  théorique,  contrairement  à  l’élément  B8  qui  donne  des 
résultats moins satisfaisants mais qui peuvent être  améliorés si on raffine le maillage. 
On a étudié aussi  les variations des contraintes radiales et  transversales  le  long d’une 
section  (m,  n)  pour  l’élément  SBS3D  où  les  résultats  sont  comparés  avec  la  solution 
exacte, ces résultats montrent un accord assez proche avec la solution analytique pour les 
différentes composantes de contraintes. 
2.3.3. Plaque annulaire soumise à une charge ponctuelle latérale 
Le problème considéré  ici  est  celui d’une plaque annulaire  encastrée  le  long du bord 
intérieur  (r1 =  b)  [Ols.70],  soumise  à  une  force  latérale  (direction  z)  au  niveau  du  bord 
extérieur   (r2 = a) (voir Figure 2.15), par raison de la symétrie, seule la moitié de la plaque 
sera  analysée.  La  solution  analytique  pour  ce  cas  est  donnée  par  Timoshenko  et 
Woinowsky-Kieger [Tim.59] avec les propriétés géométriques et mécaniques suivantes :                       
a = 1,0 ; b = 1,5 et ν = 0,3. Les résultats obtenus pour le déplacement latéral (w) sous la 
charge  concentrée,  sont  donnés  dans  le  tableau  (2.7)  et  la  courbe  de  convergence  est 
présentée sur la figure (2.16). 





Figure 2.15 : Plaque annulaire soumise à une charge ponctuelle latérale. 
Tableau 2.7: Le déplacement latéral W sous la charge ponctuelle. 










Figure 2.16 : Courbe de convergence du déplacement W sous la charge ponctuelle pour la 
plaque annulaire en console 







maillage  (3x18),  le présent  élément  (SBS3D) présente une  très bonne performance,  l’erreur 
étant réduite à 0,095 % et l’élément d’Olson, à 0,61%. La figure (2.16) montre que l'élément 
d’Olson  converge  rapidement  vers  la  solution  analytique  même  pour  un  maillage  grossier, 
contrairement  à  l’élément  présenté,  mais  lorsqu’on  raffine  le  maillage  le  présent  élément 
donne un bon résultat, à titre d’exemple pour un maillage de 54 éléments, l’erreur est moins 
de 0,095%.  
2.3.4. Cylindre à paroi épaisse soumis à une pression interne 
Pour  étudier  le  comportement  de  l’élément  présenté  pour  l’analyse  des  matériaux  presque 
incompressibles,  un  cylindre  à  paroi  épaisse  soumis  à  une  pression  interne,    traité  par  Choi 
[Cho.06] et Cheung [Cheu.00], sera examiné. Ce test permet également d'étudier le phénomène 
de verrouillage des éléments. Les caractéristiques mécaniques et géométriques sont présentées 
dans  la  figure  (2.17).  En  raison  de  la  symétrie,  seul  un  quart  du  cylindre  sera  analysé  en 
considérant  le problème en déformation plane. La valeur du coefficient de Poisson est prise 
égale  à  0,3;  0,49 ;  0,499  et  0,4999.  Les  résultats  obtenus  pour  le  déplacement  radial  de  la 




Figure 2.17 : Cylindre à paroi épaisse soumis à une pression interne. 











0.3  0.987  0.978  0.9909  4.5825 
0.49  0.877  0.738  0.996  5.0399 
0.499  0.796  0.224  0.997  5.0602 
0.4999  0.532  0.028  0.997  5.0623 
 
2.3.5. Plaque annulaire soumise à une force de cisaillement  
Soit  une  plaque  annulaire  semi-circulaire,  de  module  de  Young  E=200  et  de  coefficient  de 
Poisson  v=0.3,  représentée  sur  la  figure  (2.18)  soumise  à  deux  forces  de  cisaillement 
appliquées  à  l’extrémité  libre  dans  la  direction  radiale. Les  forces  sont  supposées 
uniformément  réparties  le  long  des  deux  lignes  radiales  horizontales.  Les  résultats  du 
déplacement radial obtenus sont présentés pour un nombre différent de rapports b / a = 3 ; 2 et 
1,3.  En  raison  de  la  symétrie,  seule  la  moitié  de  la  plaque  est  analysée.  Les  résultats  du 
déplacement radial, ainsi que les contraintes, peuvent être comparés à la solution analytique 
d'élasticité donnée par Timoshenko et Goodier  [Tim.51] et à  l'élément classique basé  sur  le 
modèle en déplacement B8. 
La  solution  analytique  donnant  le  déplacement  radial  est  donnée  par  Timoshenko  et  al 
[Tim.51] : 
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Figure 2.18 : Plaque annulaire soumise au cisaillement radial. 





point  «A»  pour  b  /  a  =  3 ;  2  et  1,3,  respectivement.  Ces  courbes  sont  obtenues  lorsque  le 
même nombre d'éléments est utilisé dans la direction radiale et circonférentielle. À partir des 
résultats  obtenus,  on  peut  noter  que  les  résultats  donnés  par  le  présent  élément  (SBS3D) 
convergent  rapidement  vers  la  solution  analytique  à  partir  d’un  maillage  de  16  éléments  et 
reste  stable  jusqu'à  un  maillage  de  100  éléments  (en  pourcentage  1.001).  La  figure  (2.22) 
montre la convergence des contraintes radiales au point "F" (voir la Fig. 1.18) dans le cas où 




b/a = 3 b/a = 2   b/a = 1.3 
Maillage SBS3D B8 SBS3D B8 SBS3D B8 
2x2  0.04555  0.04351  0.1456  0.1363  2.314  2.125 
4x4  0.05006  0.04819  0.1603  0.1538  2.432  2.333 
6x6  0.05154  0.04976  0.1633  0.1570  2.548  2.426 
8x8  0.05225  0.05165  0.1668  0.1623  2.591  2.519 
10x10  0.05258  0.05185  0.1679  0.1637  2.632  2.592 
Solution exacte 0.05260 0.1686 2.681 
 
Figure 2.19 : Convergence du déplacement radial au point A pour b/a=3. 





Figure 2.20 : Convergence du déplacement radial  (Ur) au point A pour b/a = 2. 
 
Figure 2.21 : Convergence du déplacement radial  au point A pour b/a=1,3. 
 





Figure 2.22 : Convergence de la contrainte radiale (σr) au point F pour b/a=2. 
2.3.6. Cylindre en béton non armé sous une pression d’eau externe  
Le présent élément est également testé dans un cylindre en béton non armé soumis à une 
pression  d'eau  externe  (figure  2.23).  Le  cylindre  analysé  faisait  partie  d’un  programme 
d’essais expérimental mené au laboratoire de génie civil naval, Californie, où 15 cylindres en 










(2.24).  Des  incréments  de  charge  de  pression  externe  de  0,172  MPa  ont  été  utilisés  dans 
l'analyse.  La  figure  (2.24)  montre  les  résultats  obtenus  par  Chen  et  al.  [Chen.80],  Rule  et 
Rowlands  [Rul.86],  [Rul.89],  les  valeurs  expérimentales  publiées  par  Runge  et  Haynes 
[Run.78]  et  celles  obtenues  dans  cette  étude.  La  pression  d'implosion  moyenne  de 
l'échantillon, déterminée expérimentalement, était de 3,79 MPa. La plus grande charge que le 







2.3.7. Poutre console circulaire épaisse sous une force de cisaillement 
Ce  test  concerne  une  poutre  circulaire  épaisse  soumise  à  une  force  de  cisaillement  F  à  son 
extrémité  libre  (figure  2.25)  et  modélisée  avec  différents  types  de  maillage  [Zou.16].  Les 

























l’analyse  linéaire  des  structures  circulaires,  la  matrice  de  rigidité  a  été  obtenue 
numériquement.  Une  série  d'exemples  numériques  a  été  étudiée  pour  évaluer  l'efficacité  de 
l'élément  proposé.  Les  résultats  numériques  de  cet  élément  sont  comparés  à  des  solutions 
théoriques  et  à  d'autres  solutions  numériques.  Le  présent  élément  (SBS3D)  a  montré  de 
bonnes  performances  et  une  convergence  rapide  vers  les  solutions  théoriques  pour  tous  les 
tests proposés. De plus, on peut constater que le présent élément est libre de tous verrouillages 
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Chapitre 3  
 
Formulation d’un élément secteur membranaire 
à 4 nœuds 
 
 
3.1. INTRODUCTION  
 
En  1972  Ashwell  et  Sabir  [Ash.72]  ont  appliqué  l’approche  en  déformation  pour  le 
développement de champ de déplacement pour une nouvelle classe d’éléments finis pour les 
problèmes  d’élasticité  plane.  Plusieurs  de  ces  éléments  rectangulaires  ont  été  développés, 
notamment l’élément rectangulaire basé sur la variation linéaire des déformations directes et 
une déformation à cisaillement constant [Sab.83a]. Cet élément possède uniquement les deux 
degrés de  liberté  essentiels  à  chacun des quatre nœuds de coin  (U, V),  et  il  a  été démontré 
qu'il  produisait  des  résultats  convergents  lorsqu'il  était  appliqué  à  plusieurs  problèmes  sans 
faire  appel  à  un  grand  nombre  d'éléments.  Cet  élément  est  appelé  SBRIE  (Strain  Based 
Rectangular In-plane Element).  
Il a été démontré que la deuxième version du dernier élément, appelée SBRIEE (Strain Based 
Rectangular  In-plane  Element  with  Equilibrium),  satisfaisant  l’équilibre  au  niveau  des 
éléments,  s’est  avéré  produire  une  convergence  encore  plus  rapide.  Plusieurs  variantes  du 
SBRIE  suggérées  également  par  Sabir  et  Sfendji  [Sab.95]  ont  été  utilisées  sous  les  noms 
(SBRIE1) et (SBRIE2) pour apporter des solutions aux problèmes généraux d'élasticité plane. 
Ces  variations  sont  basées  sur  la  satisfaction  de  l'équilibre  au  niveau  des  éléments  et 
l'utilisation de la condensation statique.   
Le succès de l’application de l’approche en déformation pour les problèmes d’élasticité plane 
dans  les  coordonnées  cartésiennes  a  incité  l’extension  des  travaux  au  développement  des 
éléments  secteurs  basés  sur  le  modèle  en  déformation  dans  un  système  de  coordonnées 
polaires ;  Sabir  et  Salhi  [Sab.86]  ont  développé  un  élément  secteur  utilisant  l’approche 
directe. 
Dans  cette    partie,  un  élément  secteur  triangulaire  à  quatre  nœuds  basé  sur  l’approche  en 
déformation  nommé  SBST4  (Strain  Based  Secteur  Triangulaire  4-node)  est  formulé  en  se 
basant  sur  l'élément  rectangulaire  SBRIE  [Sab.83a],  en  utilisant  le  même  champ  de 





3.2. Formulation de l’élément développé SBST4 
Pour les problèmes d’élasticité plane dans un système de coordonnées polaires (r, θ), lorsque 



























Le présent élément SBST4 a été  formulé en utilisant  le champ de déplacement de  l'élément 
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Figure 3.1: Géométrie de l'élément secteur SBST4. 
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La  figure  (3.1)  présente  un  élément  secteur  membranaire  à  quatre  nœuds  possédant  deux 
degrés de liberté (Ur et Vθ) par nœud suivant les deux directions r et θ respectivement. 
La  formulation  de  SBST4  représenté  sur  la  figure  (3.1)  est  obtenu  en  utilisant  la  même 
approche  appliquée  dans  le  développement  de  l'élément  SBS3D  (l'approche  directe),  en 
transformant le champ de déplacement de l'équation (3.2) en coordonnés polaires (r, θ) pour 
obtenir  le  champ  de  déplacement  Ur,  Vθ,  respectivement,  dans  les  directions  radiale  et 
circonférentielle:  
2
1 3 4 5 7 8
2 2
rU a a a r a r a a
 
      
                                                                          (3.3) 
2
2 3 5 6 7 8
2 2
r r
V a a r a a a r a       
 
Pour convertir  le champ de déplacement donné par  l’équation (3.2) en coordonnées polaires 
on  fait des  interpolations  similaires sur  les variables  r  et θ  comme  l’a effectué Raju et Rao 






. . 2. . 0r rr rr
r r r r rr
       
 
    
     
                                                             
(3.4)  
Le  champ  de  déformation  peut  être  obtenu  en  substituant  l’équation  (3.3)  dans  l’équation 
(3.1), on obtient :  
4 5r
a a     
2




a a a a a a a
r r r r r

  
       
 
  
                                                        
(3.5) 
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                                                                                                                                           
(3.6)  
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   
 
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        

                                                          
(3.10)  
Où: 
1B Q C                                                                                                                                            
(3.11)  
Et :  
     0 , ,
T
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      
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(3.14)  































3.3. Validation de l’élément SBST4 
3.3.1. Cylindre épais soumis à des différents cas de chargement  
Considérons dans ce problème, un cylindre soumis à différents cas de chargement et dont les 




Figure 3.2 : Cylindre épais sous une pression uniforme interne. 
3.3.1.1. Cas1:
 
Cylindre épais soumis à une pression interne 
Les convergences du déplacement radial (Ur), du contrainte radiale (σ r) et transversale (σ θ) au 
point  M  (r  =  30  mm)  sont  montrées  sur  les  figures  (3.4),  (3.5)  et  (3.6)  pour  différents 
maillages (figure 3.3). Ces résultats montrent la bonne convergence de l’élément SBST4 vers 
les solutions de référence pour le cylindre épais soumis à une pression interne. 








 Figure 3.4 : Convergence du déplacement radial (Ur) en M (r = 30mm) pour un cylindre 
sous une pression interne 




Figure 3.5 : Convergence de la contrainte radiale (σr) en M (r = 30 mm) pour un cylindre 
sous une pression interne 
 
Figure 3.6 : Convergence de la contrainte transversale (σθ) en M (r = 30mm) pour un cylindre 
sous une pression interne 
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Figure 3.7 : Convergence du déplacement radial (Ur) en M (r = 30 mm) pour un cylindre sous  
une pression externe 
 
Figure 3.8 : Convergence de la contrainte radiale (σ r) en M (r = 30 mm) pour un cylindre 
sous une pression externe  




Figure 3.9 : Convergence de la contrainte transversale (σθ) en M (r = 30 mm) pour un 
cylindre sous une pression externe 







interne,  et  sur  les  figures  (3.8),  (3.9)  pour  le  cas  d’un  cylindre  sous  une  pression  externe, 
montrent la bonne convergence des résultats vers la solution de référence, par exemple pour 
une  maille  de  10x10  éléments,  l’erreur  est  de  0,04  %  pour  la  contrainte  radiale  et  pour  la 
contrainte transversale elle est de 0,09 % dans le cas du cylindre sous une pression interne.  
3.3.2. Cylindre en béton non armé sous une pression d’eau externe  
Ce  test  de  cylindre  en  béton  non  armé  sous  une  pression  d’eau  externe figure  (3.10),  déjà 
traité  pour  l'élément  SBS3D  (présenté  au  chapitre  2),  est  proposé  pour  évaluer  l'élément 
SBST4. 









Les  résultats  pour  le  déplacement  radial  à  mi-longueur  du  cylindre  sont  représentés  sur  la 
figure  (3.11),  celle-ci  montre  les  résultats  obtenus  par  Chen  et  al.  [Chen.80],  les  valeurs 
expérimentales  publiées  par  Runge  et  Haynes  [Run.78]  et  celles  obtenues  par  le  présent 





Chapitre 3                                      
 
3.3.3. Poutre console circulaire épaisse sous une 
Ce  test  concerne  une  poutre  circulaire
extrémité  libre  (figure  3.12)  et  modélisée  avec  différent  type  de 
résultats  du  déplacement  vertical  au  point  A 
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force latérale 
  épaisse  soumise  à  une  force  de  cisaillement
maillages
sont  montrés  sur  la  figure  (3.13) 
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3.3.4. Plaque annulaire semi-circulaire sous une charge de cisaillement  
Ce test a été traité par plusieurs auteurs pour l’étude d’une plaque annulaire soumise à deux 
forces  de  cisaillement  radial.  Pour  obtenir  un  ensemble  de  résultats  complets,  une  gamme 




Figure 3.14 : Plaque annulaire soumise au cisaillement radial. 
Les figures (3.15), (3.16) et (3.17) montrent la convergence pour le déplacement radial au 
point «A» pour b /a = 3; 2 et 1,3 respectivement. Ces courbes sont obtenues lorsque le même 
nombre  d'éléments  est  utilisé  dans  la  direction  radiale  et  circonférentielle.  A  partir  des 
résultats  obtenus,  on  peut  noter  que  les  résultats  donnés  par  le  présent  élément  (SBST4) 




b/a=3 b/a=2   b/a=1.3 
Maillage SBST4 SBRIE SBST4 SBRIE SBST4 SBRIE 
2x2 0.04635  0.04529  0.1454  0.1436  2.291  2.23 
4x4 0.05026  0.04951  0.1599  0.1585  2.379  2.362 
6x6 0.05079  0.05045  0.1649  0.1635  2.508  2.482 
8x8 0.05139  0.05112  0.1668  0.1657  2.566  2.541 
10x10 0.05172  0.05152  0.1675  0.1668  2.627  2.595 
12x12 0.05247  0.0521  0.1680  0.1674  2.664  2.626 
Solution exacte 0.05260 0.1686 2.681 




Figure 3.15 : Convergence du déplacement radial (Ur) au point A pour b/a=3 
 
 
Figure 3.16 : Convergence du déplacement radial (Ur) au point A pour b/a=2. 








deux degrés de  liberté Ur et Vθ à chaque nœud. La performance de  l’élément  formulé a été 
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4.1. INTRODUCTION  




du matériau sont  toutes axisymétriques    (toutes sont  indépendantes de ), alors  le problème 
peut être modélisé en un modèle   bidimensionnel. En  réduisant un modèle 3D à un modèle 
2D, le temps de calcul ainsi que la taille du problème peuvent être considérablement réduits. 
Seule  une  section  transversale  radiale  typique  doit  être  analysée  et  subdivisée  en  éléments 
plans et le système de coordonnées cylindriques est adopté (Figure 4.1). 
 Dans  ce  chapitre,  trois  éléments  à  champ  de  déformation  (SBRIE)  [Sab.83a], 









4.2. Considérations théoriques 
Dans les problèmes axisymétriques en raison de la symétrie autour de l'axe z, les contraintes 
sont  indépendantes de  la  coordonnée  θ. Par  conséquent,  toutes  les dérivées par  rapport  à θ 
disparaissent,  et  la  composante  de  déplacement  v  (tangente  à  la  direction  θ),  ainsi  que  les 
déformations de cisaillement ƴrθ  et  ƴθz, et les contraintes de cisaillement τrθ et τθz  sont tous 
nulles. Les figures (4.2) et (4.3) montrent un élément axisymétrique et sa section transversale 
représentant  l'état  général  de  déformation  pour  un  problème  axisymétrique  ainsi  que  les 
déplacements des lignes de l'élément dans le plan r-z, respectivement. 
 
Figure 4.2 : (a) Section transversale de (b) élément axisymétrique [Dar.07]        
 





















                                                                                                                                              
(4.1) 





0r z   
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(4.3) 
La  relation  contraintes-déformations  pour  les  problèmes  axisymétriques  s'exprime  par : 
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(4.5) 
4.2.1. Forces nodales équivalentes pour un élément axisymétrique 
4.2.1.1 Force de volume 
Soit  une  charge  repartie  de  volume   vf   répartie  à  l’intérieur  de  l’élément  suivant  les 

















                                                                                                                                              
(4.6) 























































































Figure 4.4 : Elément axisymétrique avec des forces volumiques 
Les forces nodales équivalentes s’écrivent comme suit :  
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   
                                                                                                                                          (4.10)    
ω : la vitesse angulaire autour de l'axe z 
ρ : la densité de masse du matériau  
r : la coordonnée radiale 
bz : la force de volume due à la force de gravité 




Pour  un  cas  où  on  a  seulement  les  forces  centrifuges  dues  à  la  rotation  (l'effet  du  poids 
propre est négligé), on a pour un h = 1 : 
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4.2.1.2. Forces surfaciques 
Pour les forces surfaciques, le vecteur forces nodales équivalentes est donné par : 
     
T
S
sf N T ds                                                                                                       (4.13)  
Où ds représente la surface élémentaire de l'élément, et [N] désigne la matrice des fonctions 
de  forme  évaluée  le  long  de  la  surface  de  l’élément.  L’équation  (4.13)  est  intégrée  sur  un 
élément  linéaire,  les  forces  nodales  équivalentes  sont  représentées  sur  la  figure  (4.5),  nous 
avons : 













































4.3. Formulation des éléments axisymétrique à champ de déformation  
 
4.3.1. Formulation de l’élément (SBTIEIR) [Sab.85a] 
Le champ de déformation de l'élément est donné par: 
4 5 7x a a y a x   
 
6 7 5y a a x a y                                                                                                                 (4.15)  
 8 9xy a a x y     
Le champ de déplacement est le suivant: 
 2 2 2
1 3 4 5 7 8 9
2 2 2
x y y y
U a a y a x a xy a a a

      
 
 2 2 2
2 3 5 6 7 8 9
2 2 2
y x x x
V a a x a a y a xy a a

                                                            (4.16)  
 
3 5 7 9
2
x y
a y a x a y a











                                                                                                                                               
 (4.17)  
   
1 2 3 4 5 6 7 8 24A , , , , , , , ....,
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eK B D B dV                                                                                                               (4.20)  
     1 1, ,







C K C           
 
Où :
1B Q C                                                                                                                                      
(4.22)  
Et :     0
T
Q D Q dvK                                                                                                                      
Où [C] et [D], sont respectivement les matrices de transformation et d'élasticité. 
Pour le cas axisymétrique l’expression précédente devient : 
    0 2
T
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 (4.25) 
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4.3.2. Formulation de l’élément R4BM [Bela.05]  
Le champ de déformation de l'élément est donné par: 
 
6 7 10y a a x a y                                                                                                              (4.29)  
8xy a   
Le champ de déplacement est le suivant: 
2 2
1 3 4 5 7 8 9
2 2 2
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 (4.32) 
 
4 5 9x a a y a x   
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 (4.34) 
 
4.4. VALIDATION NUMERIQUE : 
Pour  valider  les  performances  et  l'efficacité  de  calcul  obtenu  avec  les  éléments  étudiés,  plusieurs 
exemples distincts pour les problèmes axisymétriques sont présentés. 
4.4.1. Plaque circulaire soumise à une charge concentrée 
Considérons  une  plaque  de  forme  circulaire  d’épaisseur  h  =  1,  simplement  appuyée, 
soumise à une charge concentrée q=10 au centre de la plaque (r = 10). Soit E=1000 et ν =0.33 
les caractéristiques élastiques du matériau.  
La  solution  analytique  pour  ce  problème  est  également  donnée  par  Timoshenko  et 
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contraintes  radiales et  tangentielles des éléments étudiés. A travers ces  résultats on constate 
que les éléments étudiés donnent de bons résultats. Par contre, l’élément Q4 pour un maillage 
grossier,  la précision est  largement  insuffisante,  il  est  sensible au phénomène de blocage en 
cisaillement.  Lorsqu'on  raffine  le  maillage  ses  résultats  s'améliorent  mais  il  reste  moins 
performant  par  rapport  aux  éléments  basés  sur  l’approche  en  déformations.  Les  résultats 
obtenus des contraintes radiales pour les éléments basés sur l’approche en déformations sont 














4.4.2. Cylindre à parois épaisse sous une pression interne 
Considérons  un  cylindre,  à  paroi  épaisse  de  rayon  interne  r1  =  a  =  4  et  de  rayon  externe               
r2 = b =10, soumis à une pression interne P = 10, comme indiqué sur la figure (4.13), ayant les 




























































































Les  résultats  des  déplacements  radiaux  et  des  contraintes  radiales  et  tangentielles 
représentés  sur  les  Figures  (4.14 à 4.19) montrent une bonne compatibilité  avec  la  solution 
analytique  proposée par Timoshenko [Tim.51] pour tous les éléments.  
4.4.3. Disque annulaire en rotation  
Le  but  de  ce  problème  est  de  déterminer  les  déplacements  radiaux  et  les  contraintes 
radiales et tangentielles d’un disque creux axisymétrique tournant autour de l’axe z avec une 
vitesse  angulaire  ω=0.5  supposée  constante.  Une  "tranche"  d'épaisseur  h  =  1  est  extraite  et 
discrétisée dans  le plan (r, z) de rayon  intérieur Ri = a = 4 et de rayon extérieur R0 =b =10 
comme le montre la figure (4.20), le disque est soumis à une force de volume (ρω2r ) sur le 
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 (4.46)  
La  convergence  du  déplacement  radial  (Ur)  aux  nœuds,  des  contraintes  radiales  (σr)  et 
tangentielles  (σθ)  au  centre  des  éléments,  est  montrée  sur  les  figures  (4.21)  à  (4.23)  pour  un 
maillage 1x4 (quatre éléments dans  la direction  radiale, un seul élément dans  le sens axial).                                                                                                                           
Les  résultats  montrés  dans  les  figures  (4.21  à  4.23)  indiquent,  en  générale,  la  bonne 
convergence des éléments étudiés vers la solution analytique pour les déplacements radiaux et 


















Les  éléments basés  sur  l’approche en déformation SBRIE, SBTIEIR et  R4BM formulés  en 
axisymétrie  sont  présentés  dans  ce  chapitre,  la  matrice  de  rigidité  est  établie  grâce  à  une 
intégration numérique. Les performances des éléments  formulés sont évaluées à  travers une 





























Au  cours  de  ce  travail,  une  recherche  bibliographique  sur  les  éléments  finis  basés  sur  le 
modèle en déformation existant dans la littérature a été effectuée, ainsi qu’un aperçu sur les 
éléments finis courbes formulés par d’autres approches.    
Dans  le  présent  travail  deux  types  d’éléments  secteurs  basés  sur  l'approche  en  déformation 
(tridimensionnel, membranaire) ont été développé. 
Le premier élément développé est nommé SBS3D (Strain Based Sector  three-Dimensional), 
destiné  à  l'analyse  linéaire  des  structures  circulaires. Nous  avons  utilisé  l’intégration 
numérique et analytique dans la construction de la matrice de rigidité élémentaire de l’élément 
développé  SBS3D,  après  satisfaction  des  conditions  de  compatibilité. Le  présent  élément 
SBS3D a été formulé en utilisant le champ de déplacement de l'élément hexaédrique simple à 
huit  nœuds  SBH8  basé  sur  l’approche  en  déformation  développé  par  Belarbi  et  Charif 
[Bela.99]  (en  remplaçant  x  et  y  par  r  et  θ).  Cet  élément  possède  trois  degrés  de  liberté 
essentiels (Ur, Vθ et W) à chacun des huit nœuds de coins. En effet, les résultats numériques 
obtenus en utilisant cet élément sont en bon accord avec les résultats analytiques, et montrent 
qu'il  est  libres  de  tout  verrouillages  numériques  lorsqu'on  modélise  un  cylindre  a  paroi 
épaisse,  et  convergent  vers  les  solutions  analytique  proposé,  contrairement  à  l'élément  3D 
basé sur l'approche en déplacement B8. 




de  l’élément  développé.  Cet  élément  est  formulé  en  se  basant  sur  l'élément  rectangulaire  à 
quatre  nœuds  basé  sur  l’approche  en  déformation  (SBRIE)  développé  par  Sabir  et  Salhi 
[Sab.83a], en utilisant l'approche dite directe (consiste à interpoler sur les variables polaires r 
et  θ de  la même manière qu'on  le  fait  sur  les variables  cartésiennes x  et  y  tout  en vérifiant 
l'équation de compatibilité exprimée en coordonnées polaires). Nous avons essayé d’améliorer 
le comportement en membrane des structures à travers ce nouvel élément. En effet, ce sont les 
coordonnées cartésiennes, utilisées dans  les  fonctions de  forme de  l'élément SBRIE qui ont 
été  transformées en coordonnées polaires. Pour  la validation,  l’élément développé est  passé 
sur plusieurs  tests  numériques et  les  résultats obtenus  sont  en bon accord  avec  les  résultats 
analytiques confirmant sa bonne performance. 






les  éléments  de  Sabir [Sab.85a]  (SBRIE :  Strain  Based  Rectangular  In-plane  Element), 
[Sab.83a]  (SBTIEIR :  Strain  Based  Triangular  In-plane  Element  with  In-plane  Rotation)  et 







En  conclusion,  nous  pouvons  dire  que  les  nombreuses  applications  numériques  étudiées 
prouvent la validité et l’efficacité de l'approche en déformation pour l’analyse des structures a 
contour circulaire et axisymétriques. 
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Où la matrice 3x24 de l'équation (7) est donnée comme suit: ( ,  ,  Z  )P r
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Présentation des différentes étapes du programme 
a) Etape 1: Lecture et organisation des données 
b)  Etape  2:  Construction  de  la  matrice  et  du  vecteur  globaux  [k]  et  {f}  et  résolution  du 
système des équations [K] {U}= {F} 
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  -Calculer les fonctions de formes et leurs dérivées DER et DER1 en coordonnées locales  
     XI, ETA, ZETA 
               -Calculer la matrice jacobienne JAC 
               -Calculer des dérivées en coordonnées globales DERIV 
               -Formuler la matrice de déformation-déplacement, BEE 
 
                                                                                                                                                        
.                                                      -Calculer des contraintes SIGMA 
                                                       -Calculer des déformations EPS 
  
                                                              L’impression des résultats  
 
 
